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num(n);
)第 4 章 递 推 算 法
4.1  递 推 基 础
一、什么是递推
递推算法是一种用若干步可重复运算来描述复杂问题的方法，递推法是一种重要的数 学方法，也是编程中解决问题的一个重要方法。
这种算法特点是： 一个问题的求解需一系列的计算，在已知条件和所求问题之间总存 在着某种相互联系的关系，在计算时，如果可以找到前后过程之间的数量关系(即递推
式),那么，从问题出发逐步推到已知条件。
无论顺推还是逆推，其关键是要找到递推式。这种处理问题的方法能使复杂运算化为 若干步重复的简单运算，充分发挥出计算机擅长于重复处理的特点。
递推算法的首要问题是得到相邻的数据项间的关系(即递推关系)。递推算法避开了求 通项公式的麻烦，把一个复杂的问题的求解，分解成了连续的若干步简单运算。 一般说
来，可以将递推算法看成是一种特殊的迭代算法。

4.2 递 推 问 题 训 练
一、简单数值型递推
1238:【入门】统计每个月兔子的总数
第 1 个 月 ：a      1
第 2 个 月 ：a      1
第 3 个 月 ：ab   2
第 4 个 月 ：abc        3
第 5 个 月 ：abcde     5
请问，数列的规律是什么?
规 律 ：a(n)=a(n-1)+a(n-2) (斐波拉契数列)
注 意 交 代 2 个 起 始 项 ( 第 1 项 和 第 2 项 )
#include           <bits/stdc++.h>
using    namespace    std;
/*
求斐波拉契数列第 n 项的值
A(n)=A(n- 1)+A(n-2)
11   2 35   8
 (
*/
) (
int
   
r
;
f
/
(
口
||
项
2
)
)
 
{
)[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]int num(int n){

r = 1;
 (
}else{
)r  =  num(n  -  1)+  num(n  -  2);
}
return     r;
}
 (
int
     
main(){
) (
cin>>n;
)int n,x;

cout<<x<<endl;
}

[image: ]
注意：
( 1 ) 当n 的值越来越大，执行时间会越来越长，直到超时!
因为随着n 的值越来越大，重复求解的项会越来越多，这棵“树”会越来越大，因此会非 常耗时!

[image: ]num(5)

 (
num(4)
)num(3)


num(3)                num(2)                 num(2)            num( 1)


num(2)            num( 1)

(2)int 最多表达到231-1,10位的整数，如果超过这个范围，需要使用 long long来 表 达， long long 最多表达到263-1,约20位的整数。

注意：递归存在的问题
由于递归是函数对于自己的调用，因此在 n 的值比较大时，存在太多的重复求解的过程， 而且这些重复求解的过程都必须等所有项计算完毕，才能汇总出总解；因此效率很低。

改进：使用数组和递推的方法来提高递归的效率
改进方案一：采用数组来记录每个月兔子的数量，这样的话，如果要知道 a[n-1]和 a[n-2]就 不需要再次求解了，而是直接从数组中获取。

	1
	1
	2
	3
	5
	
	
	
	
	


数组的每个单元格用来存放每个月兔子有多少对!
 (
using
 
namespace
 
std;
)#include     <bits/stdc++.h>
int    main(){
long     long     a[60],i,n;
cin>>n;
[image: ]/[[image: ]]一=个1[image: ]和第二个月是已知的
//从第3个月开始求解
for([[image: ]]=3;[[image: ][image: ] [image: ][image: ]i++)a{[i - 2];

cout<<a[n]<<endl;
}


改进方案二：采用两个变量x和y分别记录第n-1个月和第n-2个月兔子的数量。

	1
	1
	2
	3
	5
	
	
	
	
	


x     y     z
 (
using
   
namespace
   
std;
)#include     <bits/stdc++.h>



 (
x
 
=
 
1;//第10天
)int    main(){
/*
A(n)=A(n-1)+A(n-2)
*/
//xy 代表第n 个月的前两个月兔子的数量，r代表第n 个月兔子的数量
long     long     x,y,r,i,n;
cin>>n;
x  =1;//第1个月
y  =1;//第2个月
for(i   =   3;i   <=   n;i++){
 (
x
  
=
  
y;
)r  =  x+y;//第x 个月
y  =  r;

[image: ][image: ](如n[image: ][image: ]问1第||[image: ]或2[image: ][image: ]二个月
cout<<1<<endl;
}else{
cout<<r<<endl;




1082:【入门】猴子吃桃子
思路：采用逆推法求解!
#include     <bits/stdc++.h>
using namespace std;
 (
int
  
x,i;
)int    main(){

//逆推
for(i x==([image: ];i+<=1) [image: ]02;i[image: ]+){
}
cout<<x;
}

1148:【入门】数数小木块
思路：递推出第i 层小木块的数量，求和!
#include        <bits/stdc++.h>
using namespace std;
int i,x,s,n;//x代表第i 层小木块的数量
int    main(){
cin>>n;
//An = An-1 + n
 (
//Ai
  
=
  
Ai-
 
1
  
+
  
i
)//x = x +n
x  =1;//第 1 层
s = 1;//第1层总共有多少个
//从第2层开始递推
 (
x
 
=
 
x+i;
)for(i   =   2;i   <=   n;i++){
//cout<<x<<"";
S  =  S  +x;



cout<<s;



4.3  递 推 问 题 应 用
一、课堂案例
1216:  【基础】数塔问题
思路：将数塔存入二维数组，从倒数第二层开始，递推计算出走到每个点最多能够累计的最 大数字和是多少，直到第1层，就能求出所经过结点的数字和的最大值!

	层号
	
	
	
	
	
	
	层号
	第i层累加上，a[i+1][i]和a[i+1][j+1]中较大的数

	1
	7
	
	
	
	
	
	1
	30
	
	
	
	
	

	2
	3
	8
	
	
	
	
	2
	23
	21
	
	
	
	

	3
	8
	1
	0
	
	
	
	3
	20
	13
	10
	
	
	

	4
	2
	7
	4
	4
	
	
	4
	7
	12
	10
	10
	
	

	5
	4
	5
	2
	6
	5
	
	5
	4
	5
	2
	6
	5
	



 (
using
 
namespace
 
std;
)#include <bits/stdc++.h>

int a[110][110];//存储数塔
int  ij,n;
int main(){
cin>>n;
//读入第i层的 i个数
for(i=1;i<= n;i++){
for(j=1;j<=ij++){
cin>>a[i][j];


//从倒数第2层开始逆推，每个点累加上下方的值和下方右边的值中的较大数
for(i=n- 1;i>=1;i-){
for(j=1;j<=ij++){
if{a[i+1][i]>a[i+1][j+1]){
a[i]lj]= a[i][j]+a[i+1][j];
}else{ a[i][i]=a[i][j]+a[i+1][i+1];
a[i][j]=a[i]li]+max(a[i+1][j],a[i+1][j+1]);


cout<<a[1][1]


1410:【基础】数塔的行走路径?
思路：
第一步：将数塔存入二维数组，从倒数第二层开始，递推计算出走到每个点最多能够累计的 最大数字和是多少，直到第1层，就能求出所经过结点的数字和的最大值!
第二步：倒过来推导一下，每一个数是从哪个点来的，记录下点对应的值，再次逆序输出。








	层号
	
	
	
	
	
	
	层号
	第i层累加上，a[i+1][j]和a[i+1][j+1]中较大的数
	
	r数组：存储路径

	1
	7
	
	
	
	
	
	1
	30
	
	
	
	
	
	1
	
	1

	2
	3
	8
	
	
	
	
	2
	23
	21
	
	
	
	k
	2
	2
	1

	3
	8
	1
	0
	
	
	
	3
	20
	13
	10
	
	
	
	3
	3
	1

	4
	2
	7
	4
	4
	
	
	4
	7
	12
	10
	10
	
	
	4
	4
	2

	5
	4
	5
	2
	6
	5
	
	5
	4
	5
	2
	6
	5
	
	5
	5
	2


#include <bits/stdc++.h>
using namespace std;
/*
思路：
第一步：采用逆推法，计算出走到每个点经过的数字和的最大值；
第二步：从第一层开始逐层向下计算(递推),算出每个点是从下方来的
还是下方的右侧来的，将路线记录到数组中
*/
int a[110][110];//存储数塔，以及走到每个点的最大和的结果
int r[110][3];//存储路线
intij,n,k;//k 表示 r数组的下标
int main(){
cin>>n
//读入数塔
for(i=1;i<= n;i++){
for(j=1;j<=ij++){
cin>>a[1][j];


//计算走到每个点经过的数字最大和
for(i=n- 1;i>=1;i-){
for(j=1;j<=i;j++){
a[i][j]=a[i]li]+max(a[i+1][j],a[i+1][j+1]);


//计算路径
//第一个点，也就是终点，不需要计算
[=11];[1]=1;
r[1][2]=1;
//表示当前正在计算的点
i=1;
j=1;
//推导第2行的点是从哪个点上来的，直到第n行，就结束
while(i<n){
k++
if[a[i+[image: ][][image: ][image: ]][>12[image: ][image: ][image: ]+;11][;j+1]){
i++;
}else{r[k][1]=i+1
r[k][2]=j+1;
i++;
j++;


//逆序从底到顶打印路线
for(i=k;i>=1;i-){
cout<<r[i][1]<<","<<r[i][2];
//除了第1行以外，都有>

if(i !=1){
cout<<"->";


cout<<endl<<a[1][1];


1224:【提高】过河卒
第 1 行 (i==0)  和 第 1 列(j==0) 的走法确定的
其余的点，走到a[i][i] 点 的 路 径 条 数 = a[i-1][j]+a[i][j-1]
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	将棋盘所有值设置为1
标记马及马的控制点为0
a[0][0]不需要计算，除此以外
i=0,第1行，除了控制点，a[i][j]等于左侧的值  j=0,第1列，除了控制点，a[i][j]等于上方的值  其余的点，除了控制点，a[i][j]=左侧+上方的值
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	
	
	
	
	
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6

	0
1
	1
	1
	0
	1
	0
	1
	1
	
	
	
	
	0
1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	
	1
	0
	1
	1
	1
	0
	0
	
	
	
	
	
	1
	
	
	
	
	
	

	2
	1
	1
	1
	马0
	1
	1
	1
	
	
	
	
	2
	1
	0
	
	0
	
	
	

	3
	1
	0
	1
	1
	
	0
	
	
	
	
	
	3
	0
	
	
	
	0
	
	

	4
	1
	
	0
	
	0
	
	
	
	
	
	
	4
	0
	
	马
	
	
	
	

	5
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	5
	0
	
	
	
	0
	
	

	6
	1
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	6
	0
	
	
	0
	
	
	



思路：
将棋盘所有值设置为1
标记马及马的控制点为0
a[0][0]不需要计算，除此以外
i=0, 第1行，除了控制点， a[i][]等于左侧的值
j=0, 第1列，除了控制点， a[i]lj]等于上方的值
其余的点，除了控制点， a[i][j]=左侧+上方的值

 (
using
 
namespace
 
std;
)#include <bits/stdc++.h>

/*
将棋盘所有值设置为1
标记马及马的控制点为0
a[0][0]不需要计算，除此以外
i=0,第1行，除了控制点， a[i][j]等于左侧的值
j=0,第1列，除了控制点， a[ilj]等于上方的值

[image: ]其余的点，除了控制点，a[i][j]=左侧+上方的值
*/
int  main(){
int a[30][30];//存放棋盘的值，默认初值都为0
int   n,m,x,y
cin>>n>>m>>x>>y;
//将棋盘所有值设为1
for(i=0;i<=n;i++){
for(j=0;j<=m;j++){
a[i][j]=1;


//设置马及马的控制点为0
a[x][y]=0;
//如果控制点在棋盘内，则设置为0
if(x-1>=0&&y-2>=0)a[x-1][y-2]=0;
if(x-2>=0&&y-1>=0)a[x-2][y-1]=0;
if(x-2>=0&&y+1<=m)a[x-2][y+1]=0;
if(x-1>=0&&y+2<=m)a[x-1][y+2]=0;
if(x+1<=n&&y+2<=m)a[x+1][y+2]=0;
if(x+2<=n&&y+1<=m)a[x+2][y+1]=0;
if(x+2<=n&&y-1>=0)a[x+2][y-1]=0;
if(x+1<=n&&y-2>=0)a[x+1][y-2]=0;
for(i=0;i<=   n;i++){
for(j=0;j<=m;j++){
cout<<a[i][j]<<"";
}
[image: ]       cout<<endl;
//递推计算
for(i=0;i<=   n;i++){
for(j=0;j<=m;j++){
if(i==0&&j==0){
//略过本次循环下方的语句直接开始下一个循环
continue;

//马的控制点不需要计算
if(a[i][j]==   0){
continue;

//如果是第1行
if(i == 0){
a[i[j]=a[i][i-1];//每个点的值=左侧的值
}else if(j == 0){
//第1列，每个点的值=上方的值
a[i]li]=a[i- 1][i];
}else{
]其[i][image: ]点[i][[image: ]不1[image: ]a括[i 第1]1[j]行; 第1列及马的控制点)


cout<<a[n][m];

1 3 6 9 : 【 提 高 】Pell 数 列
1251229701694089852378

	1
	2
	5
	12
	29
	70
	169
	408
	985
	2378


1             2            3            4             5             6            7             8             [image: ]           10



A2=A1*2+0
A3=A2*2+1
A4=A3*2+5
A5=A4*2+12
An=An-1*2+A(n-2)
 (
using
 
namespace
 
std;
)#include     <bits/stdc++.h>
/*
An    =    A(n-1)*2    +    A(n-2)
*/
//求两个高精度的整数的和
string     he(string     s1,string     s2){
string r;//存放总和
 (
int
         
a[1000]={0};
)int          b[100o]={0};
int         c[1000]={0};
//逆序存入整数数组
int        i;
for(i         =0;i<         s1.size();i++){
a[i]=                s1[s1.size()-                i- 1]-0';

for(i      =o;i      <      s2.size();i++){
b[i]=              s2[s2.size()-              i- 1]-'0';

//逐位相加，逐位进位
int    len    =    s1 .size();
if(s2.size()>          s1.size())len          =          s2.size();
for(i c[i[image: ][image: ]i c[i[image: ]+len;ai+[[image: ][image: ]{+ b[i];
if(c[i]>=         10){
c[i+1]=      c[i+1]+      c[i]/      10;
c[i]=     c[i]%      10;


//判断是否多出1位
if(c[len]       !=     0)len++;
//逆序将 c 数组拼接乘字符串
for(i      =      len- 1;i>=0;i--){
//将 c[i]+'o '这个 ascii 码强制转换为char类型
r                   =r+(char)(c[i]+'θ');

return    r;
}
//求一个高精度的整数* 2的积
string    cheng(string    s){
string     r;
int          a[1000]={0};
int     i;
//逆序存入a 数组
for(i                  =0;i<s.size();i++){
a[i]=               s[s.size()-              i- 1]-'0';

//逐位*2
for(i a[1]= a[image: ][image: ];[image: ][image: ]s2.siz;e();i++){



 (
int
     
i,n;
) (
if(a[len]!=
         
0)len++;
) (
y
  
=
  
z;
)//逐位进位
for(i                  =0;i<s.size();i++){
if(a[i][image: ][image: ]+1]= 10){a[i+1]+     a[i]/     10;
a[i]=     a[i]%     10;
}

 (
int
   
len
   
=
   
s.size();
)//判断是否多一位

//逆序拼接到字符串r 上
 (
r
    
=
    
r
    
+to
  
string(a[i]);
)for(i   =   len   -   1;i   >=   0;i--){


return   r;
}
int    main(){
 (
string
    
x,y,z;
)//z: 代表计算结果，xy代表z 的前两项

 (
cin>>n;
y
    
="2";
)A=([image: ])1="A;(n-1)*2+A(n-2)

 (
if(n
  
==
  
1){
cout<<x;
)}  else  if(n  ==  2){
cout<<y
}   else{
//从第3项开始递推
for(i   =    3;i   <=   n;i++){
z    =    he(cheng(y),x);
 (
x
 
=
 
y;
)//修改xy 的值，遂步向后推导

}
cout<<z;



二、 作业
1298: 【基础】摘花生问题
[bookmark: _GoBack]1374: 【基础】摘花生问题(2)
1368:【提高】蜜蜂路线
1367:【入门】骨牌铺方格
1539:【入门】小X 放骨牌
1366: 【基础】平面分割问题
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