第 1 3 章 动 态 规 划 进 阶
13.1   LIS 和 LCS
LIS:  Longest  Increasing  Subsequence, 最长上升子序列
LCS:Longest   Common   Subsequence, 最长公共子序列

1893:  【提高】最长上升子序列 LIS(2)

解法一 ：求以a[i]结尾的最长上升子序列的长度
a 数组：存放元素

	1
	10
	4
	5
	3
	12
	6
	2


1      2      3      4      5      6      7      8
dp数组：存储状态，以a[i]结尾的最长上升子序列的长度

	1
	2
	2
	3
	2
	4
	4
	2


1     2      3     4      5       6     7      8
dp[i]=1 (边界条件)
状态转移方程： dp[i]-max(dp[j]+1,dp[i])   j 是1 . .i-1 之间的数， a[j]<a[i]

问题：由于时间复杂度是0(n²), 如 果n=100000, 时间会超限!

解法二：将原来的dp 数组的存储以每个数结尾的LIS 序列的长度，修改为存储上升子序列长度 为 i 的上升子序列的最小末尾数值。
原理： LIS 长度如果已经确定，那么如果这种长度的子序列的结尾元素越小，后面可能续的元素 会更多!

a 数组：存放元素

	1
	10
	4
	5
	3
	12
	6
	2


1    2    3    4    5    6             7   8

dp数组：存储LIS长度为i的上升子序列的最小末尾数值。

	1
	2
	5
	6
	
	
	
	


1      2     3     4      5      6     7    8

时间复杂度： n*log:n

 (
using
  
namespace
  
std;
)#include      <bits/stdc++.h>

//dp:长度为i 的 LIS 的最后一位最小值是多少
int       a[100100],dp[100100];
int           i,n,l,r,mid;
int     main(){
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 (
scanf("%d",&n);
) (
scanf("%d",&a[i]);
) (
for(i
  
=
   
1;i
  
<=
  
n;i++){
)//读入


}
//边界
 (
dp[1]=
      
a[1];
)int   ien   =    1;//LIS的长度
//从第2个数开始求解
for(i   =   2;i   <=   n;i++){
 (
//如果a[i]比dp
 
最后一位大，a[i]直接续上
去，增加
 
LIS
 
的长度
)if(a[i]>           dp[len]){
len++;
dp[len]=          a[i];
}else{
//二分查找到dp 数组中第1个>=a[i]的元素下标，替换 (dp 数组一定是递增的) l     =1;
 (
while(1
  
<=
  
r){
)r  =  len;

 (
mid
      
=(1+r)/
      
2;
)if(a[i]<=   dp[mid])r   =   mid   -    1;
else   1  =  mid  +   1;
}
//替换
dp[1]=      a[i];

printf("%d",len);
}
1821:【基础】最长公共子序列 (LCS)(1)
我们可以用dp[i][j]来表示第一个串的前 i 位，第二个串的前j 位的LCS 的长度，那么递 推出状态转移方程：
如果当前的a     [i]和 b[j]  相同(即是有新的公共元素) 这说明该元素一定位于公共子序列 中。因此，现在只需要找： a 数组1~i- 1   和 b 数组1~j- 1  的最长公共子序列：
dp[i][j]=max(dp[i][j],dp[i- 1][j- 1]+1);
如果不相同，说明最后一个元素肯定不是公共子序列中的元素，那么考虑找a 数组1~i- 1 和 b 数组1~j 的 LCS,  或者找： a 数组的1~i  和 b 数组的1~j- 1  的 LCS, 那么，状态转义方程 如下：
dp[i][j]=max(dp[i- 1][j],dp[i][j- 1])
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a



b


	1
	2
	3
	4
	
	
	
	


1      2      3      4      5     6

	3
	1
	2
	4
	
	
	
	




1      2      3      4      5      6
dp:  记录第一个串的前i 位，第二个串的前j 位的最长公共子序列的长度。
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1

2

3

4


1     2     3     4

	0
	1
	1
	1

	0
	1
	2
	2

	
	
	
	

	
	
	
	







a[i]==b[j],方程： dp[i-1][j-1]+1
a[i]!=b[j],方程： max(dp[i][j-1],dp[i- 1][j])

 (
using
 
namespace
 
std;
)#include    <bits/stdc++.h>

/*
a[i]==b[j],方程：dp[i-1][j-1]+1
a[i]!=b[j],方程： max(dp[i][j-1],dp[i-1][j])
*/
const int N = 1010;//常量，表示数组大小
int        a[N],b[N],dp[N][N];
int       n,i,j;
int       main(){
cin>>n;
for(i       =1;i       <=       n;i++)cin>>a[i];
for(i    =    1;i    <=    n;i++)    cin>>b[i];
//递推
for(i    =    1;i    <=    n;i++){
for(j    =    1;j    <=    n;j++){
 (
else
          
dp[i][j]=
          
max(dp[i-1][j],dp[i][j-1]);
)if(a[i]==           b[j])dp[i][j]=           dp[i- 1][j- 1]+           1;
}

cout<<dp[n][n];
return   0;
}

1822:【提高】最长公共子序列 (LCS)(2)
解法一存在的问题：数组开不了这么大，即使数组能开这么大，时间也超限。
原
理：
1、 因为两个序列都是1~n 的全排列，那么两个序列元素互异且相同，也就是说只是位置不同；
2、 通过c 数组将b 序列的数字在a 序列中的位置求出；
3、 如果b 序列每个元素在a 序列中的位置递增，说明 b 中的这个数在a 中的这个数整体位置偏 后，可以考虑纳入LCS;
4、从而就可以转变成求用来记录新的位置的c数组中的LIS。


a



b


	3
	2
	1
	4
	5
	
	
	


1      2      3      4      5      6

	2
	1
	4
	3
	5
	
	
	





c[a[i]]=i

 (
C
) (
dp
) (
int
  
l,r,mid;
)1      2      3      4      5   6
求出 b 数组的每个数在a 数组中的位置!
c 数组：记录a 数组的每个数的位置!

	3
	2
	1
	4
	5
	
	
	


1      2      3      4      5      6
b[i]在 a 中的位置： c[b[i]]


	
	
	
	
	
	
	
	


1      2      3      4      5      6

 (
using
  
namespace
  
std;
)#include       <bits/stdc++.h>




 (
const
  
int
  
N
  
=
  
100100;
) (
int
          
a[N],b[N],c[N],dp[N];
) (
int
      
n,i;
int
       
main(){
) (
scanf
("%d",&a[i]);
c[a[
ij
]=
   
i;//求出a
 
数组的每个数的位置
)f (c)[image: ]i (>)[image: ] 1;i <= n;i++){

}
for(i     =1;i     <=     n;i++)      scanf("%d",&b[i]);
//求 b 数组的每个数在a数组的位置(c[b[i]]) 的 LIS
 (
int
 
len
 
=
 
1;
)dp[1]=  c[b[1]];//边界

//从第2个数开始讨论
for(i    =    2;i    <=    n;i++){
//增加 LIS 的长度
if(c[b[i]]>                dp[len]){
len++;
dp[len]=            c[b[i]];
}else{
1 = 1;
r   =   len;
while(1   <=   r){
mid      =(1+      r)/      2;
if(c[b[i]]<=      dp[mid])r      =      mid      -      1;
else   1  =  mid  +   1;
}
dp[1]=          c[b[i]];


cout<(len
return    0;
}
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13.2  常 见 各 类 背 包 问 题
1282:【提高】简单背包问题(01背 包 )
问题描述： 有 n 件物品和容量为 m 的 背 包 给 出 i  件物品的重量以及价值求解让装入背包 的物品重量不超过背包容量且价值最大。
特点：这是最简单的背包问题，特点是每个物品只有一件供你选择放还是不放。

1、 二维解法
设 dp[i][j] 表示前 i 件物品总重量不超过 j 的最大价值可得出状态转移方程
dp[i][j]=max{dp[i-1][j-w[i]]+v[i],dp[i-1][j]}
代码：
 (
using
  
namespace
  
std;
)#include                   <bits/stdc++.h>
/*
动态转移方程：
dp[i][j]=max(dp[i- 1][j],v[i]+dp[i- 1][j-w[i]])
*/
//c:代表背包容量
//dp[i][j]: 有 i 件物品，背包容量为j 的情况下存储的最大价值
int                c,dp[110][20100],w[110],v[110],i,j,n;
int     main(){
//读入
cin>>c>>n;
for(i     =1;i     <=     n;i++){
cin>>w[i]>>v[i];

//递推求 dp 数 组
//i: 代 表 物 品 数 量
for(i    =    1;i    <=    n;i++){
//在 i 件物品，讨论背包容量分别是1~c 的情况下，最大价值
//j:代表背包容量
for(j     =     1;j<=     c;j++){
//如果能放得下
if(w[i]<= j){
dp[i][j]=                               max(dp[i- 1][j],v[i]+dp[i- 1][j-w[i]]);
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}else{
//放不下 dp[i][j]=



dp[i-1][j];



//输出n 件物品，背包容量为c 的最大价值
cout<<dp[n][c];
return    0;
}

在 一 些情况下题目的数据会很大因此 dp 数组不开到一定程度是没有办法 ac。

2、 一 维解法
设 dp[j] 表示重量不超过j 公斤的最大价值可得出状态转移方程
dp[j]=max{dp[j],dp[j-w[i]]+v[i]}

代码：
#include        <bits/stdc++.h>
using   namespace   std;

/*
二维数组： dp[i][j]=max(dp[i-1][j],v[i]+dp[i-1][j-w[i]])
一维数组滚动优化：
状态转移方程：dp[j]=max(dp[j],v[i]+dp[j-w[i]])
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*/  int int  int


w;//背包容量
dp[20010];
n,wi,vi;

int    main(){
cin>>w>>n;
//遍历每个物品
 (
cin>>wi>yvi
)for(int   i   =   1;i   <=   n;i++){
 (
for
(
int
     
j
=w;j
      
>=
     
wi
;j--){
//讨论每个物品选和不选的两个状态
 
//取能到的价值的最大值
dp[j]=
               
max(dp[j],dp[j-wi]+
              
vi);
)//倒过来循环





cout<<dp[w];
return   0;


1780:【基础】疯狂的采药(完全背包)
1、完全背包状态转移方程：
f[i][j]=                               max(f[i- 1][j],f[i- 1][j-k*w[i]]+k*v[i]) (1<=   k   <=   w/w[i])
2、 上面的式子可以变换为：(加上k=0 的状态，也就是不取第 i 件物品)(步骤二) f[i][j]=                     max(f[i- 1][j-k*w[i]]+k*v[i])
(0  <=  k  <=  w/w[i])
下面开始变形：
3、 把 k=0 拿出来单独考虑，即比较在【不放第i 种物品】、【放第i 种物品k 件 (k>=1) 中 结 果最大的那个k】 这两种情况下谁的结果更大
f[i][j]=                                    max(f[i- 1][j],max(f[i- 1][j-k*w[i]]+k*v[i]))
(k  >=  1)
4、考虑上式【放第 i 种物品】这种情况：放的话至少得放1件，先把这确定的1件放进去，  即：在第 i 件物品已经放入1件的状态下再考虑放入k(k>=0)件这种物品的结果是否更大。
(如果k=1, 说明第 i 种物品放了2件，因为前提状态是必然有一件物品已经放入) f[i][j]=    max(f[i-1][j],max(f[i-1][(j-w[i])-k*w[i]]+k*v[i])   +v[i])
(k  >=  0)

将第2步的j 换 成j-w[i]
f[i][j-w[i]]=                            max(f[i- 1][(j-w[i])-k*w[i]]+k*v[i])

结合之前第二步的式子，可以发现，上式的后半部分就等于f[i][j-w[i]]+v[i], 于是得出 最终状态转移方程：
f[i][j]=                              max(f[i- 1][j],f[i][j-w[i]]+v[i])

解法一：使用二维数组求解，但要注意内存是否足够使用!!!
#include<bits/stdc++.h>

using   namespace   std;
int     n,maxw;
int             dp[1010][10010],i,j;
int         w[10100],v[10100];
int      main()
cin>>maxw>>n;
//读入 n 个物品的重量和价值
for(i    =    1;i    <=    n;i++){
cin>>w[i]>>v[i];
}
for(i    =    1;i    <=    n;i++){
for(j    =    1;j    <=    maxw;j++){
if(j<            w[i]){
dp[i][j]=                        dp[i- 1][j];
}else{
dp[i][j]=                                    max(dp[i- 1][j],dp[i][j-w[i]]+v[i]);


cout<<dp[n][maxw];
return     0;
}

解法二：采用 一 维数组优化，注意此处要用顺推!
f[j]=max(f[j],f[j-w[i]]+v[i])

 (
using
   
namespace
   
std;
)#include         <bits/stdc++.h>

/*
01背包：每种物品有1个，可选或不选
dp[i][j]=                                 max(dp[i- 1][j],dp[i- 1][j-w[i]]+v[i])
滚动优化：从背包容量 c, 降序循环到当前物品重量wi
dp[j]=                    max(dp[j],dp[j-w[i]]+v[i])
完全背包：每种物品有无限多个
dp[i][j].=                                  max(dp[i- 1][j],dp[i- 1][j-k*w[i]]+k*v[i])
经过变换等同于：
dp[i][j]=                                max(dp[i- 1][j],dp[i][j-w[i]]+v[i])
一维数组滚动优化：从当前物品重量wi 正序循环到背包容量 c
dp[j]=                    max(dp[j],dp[j-w[i]]+v[i])
*/
int                   dp[100100],c,wi,vi,n,i,j;
int       main(){
cin>>c>>n;
 (
//读入
 
n
 
个物品
)for(i = 1;i <= n;i++){
cin>>wi>>vi
//正序循环
for(j     =    wi;j     <=    c;j++){
dp[j]=                    max(dp[j],dp[j-wi]+vi);

cout<<dp[c];
return     0;
}
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1888:【基础】多重背包(1)
写法一 ：将多重背包的 si 个物品分别装入w 和 v 数组，直接转换为01背包!
#include   <bits/stdc++.h>
using namespace std;
/*
01背包：每种物品有1件
完全背包：每种物品有无限件数
多重背包：每种物品有 Si 件
解题思路：将多重背包转换为01背包
将Si 件物品都存起来，转换为有 Si 个物品，每个物品有1件
[image: ]东 方 博 宜
[image: ] (
青
 
少
 
年
 
编
 
程
 
C++
)Oriental Boy

[image: ]
 (
8/11
)东方博宜青少年编程版权所有盗版必究仅供东方博宜学员学习参考请勿外传   
青少年编程C++/NOIP 信息学奥赛网课购买与答疑，请添加 Andy 老师微信：
 (
teacherandy365!
)
*/  int int  int  int
int


n,c;//c 背包容量
v[10010],w[10010];
dp[110];
vi,wi,si,k;//k 代表数组下标
main(){
cin>>n>>c;
for(int   i   =    1;i   <=   n;i++){
cin>>vi>>wi>>si;
//第i 个物品有 si 件，都存入数组
for(int    j    =1;j    <=    si;j++){
[image: ]



//01背包
for(int    i    =    1;i    <=    k;i++){
//逆序从背包容量循环到当前物品体积
for(int     j     =     c;j     >=     v[i];j--){
dp[j]=                     max(dp[j],dp[j-v[i]]+w[i]);

cout<<dp[c];
return    0;
}

解法二：在做01背包时，体现一 下有Si 件物品这个条件。
#include        <bits/stdc++.h>
using  namespace  std;
/*
01背包：每种物品有1件
完全背包：每种物品有无限件数
多重背包：每种物品有Si 件
解题思路：将多重背包转换为01背包

将Si */
int int  int
int


件物品都存起来，转换为有 Si个物品，每个物品有1件
n,c;//c 背包容量
v[110],w[110],s[110];
dp[110];
main(){
cin>>n>>c
for(int    i   =    1;    i   <=   n;    i++){
cin>>v[i]>>w[i]>>s[i];
}
//01背包
//有 n 个物品
for(int    i    =     1;    i    <=    n;    i++){
for(int     k     =     1;k     <=     s[i];k++){

//逆序从背包容量循环到当前物品体积
for(int      j=      c;      j       >=      v[i];j--){
dp[j]=                 max(dp[j],dp[j-v[i]]+w[i]);



cout<<dp[c];
return   0;
}




1889:  【提高】多重背包(2)
关于DP 要理解的关键点：
1、DP 的本质
求有限的集合中的最值(个数)
本质上， DP代表了走到阶段 i  的所有路线的最优解；
2、DP 需要思考的点：
(1)DP  的状态是什么?状态要求什么：最大、最小、数量?
(2)DP  的状态计算? 状态转义方程；
求解方法： a、递推   b、考虑阶段 i  (最后一个阶段的值)的值是如何得来的；
(3)DP  的边界是什么?
关键术语： 阶段、状态、决策(状态转移方程)、边界；
以数塔问题(1216:【基础】数塔问题)为例，理解 DP 的本质，再理解01背包的本质
(1282:【提高】简单背包问题);
经典的 DP 模板题要熟练掌握，熟记状态转义方程!

本题解题的关键点：二进制优化(类似压缩的思想)
( 1 ) 有n 个不同的物品，要讨论2”种选择的可能(每个物品选或者不选);
(2)一个物品有n 件，虽然要讨论2"种选择的可能，但由于n 个物品是一样的，那么 就减少了讨论数量，比如：有4个物品，如果是不同物品的选2个，选12、23是不同的
选择，但如果是相同的物品，选哪两个就都是一样的了。
因此， n 个物品，要讨论的可能就分别是：选0个、选1个、选2个、选3个 … 选n 个 。
(3)要将0~n 个不同的选择表达出来，比较简单的方法是将 n 二进制化。
比如： 整 数 7 , 只需要用124三个数任意组合，就能组合出0~7这8种可能。
再比如：整数10,只需要用1243(注意最后 一个数),就能组合出0~10这11种可
能，这样n 这个值就被二进制化了。
因此如果要讨论10个一样的物品，就转化为讨论4个不同的物品了；而 n个一样的物
品，就转化为log₂n个不同的物品进行讨论。
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 (
for(int
    
i
   
=1;i
   
<=
    
n;i++){
 
cin>>vi>>wi>>si;
) (
int
       
vi,wi,si;
)dp[j]=max{dp[j],dp[j-w[i]]+v[i]}

 (
using
 
namespace
 
std;
)#include    <bits/stdc++.h>

const  int  N  = 20010;
int       v[N],w[N],dp[2010];
int n,m;//n种物品，背包容量为m
 (
int
        
vi,wi,si;
)int k = 0;
 (
cin>>n>>m;
)int    main(){


/*
对si 二进制化，比如：有10件一样的物品
我们转换为有4件不同的物品：1243
这4种物品的体积分别是：1*vi 2*vi 4*vi 3*vi
*/
int t = 1;//权重，表示2的次方
while(t   <=   si){
[image: ]+[[image: ]]=  t*  vi;
 (
w[k]=
    
t*
    
wi;
)si  =  si  -t;
t  =  t   *  2;
[image: ]
//如果二进制化有剩余，存入
if(si       >0){
[image: ]


//01背包
for(int     i     =1;i     <=    k;i++){
for(int     j     =m;j     >=     v[i];j--){
dp[j]=                                      max(dp[j],dp[j-v[i]]+w[i]);

cout<<dp[m];
return   0;


[image: ]1905:  【提高】混合背包
 (
using
 
namespace
 
std;
)#include    <bits/stdc++.h>

 (
int
       
v[N],w[N],s[N];
)const  int  N = 20000;

int k =0;//表示存入数组的数据量
int     dp[1010];
int    n,m;
int    main(){
 (
for(int
   
i
   
=
   
1;i
   
<=
   
n;i++){
 
cin
>>
vi
>>
wi
>>
si
;
//如果是多重背包，做二进制拆分
)cin>>n>>m
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 (
t
   
=
   
t*
   
2;
)if(si         >0){
 (
int
  
t
   
=
   
1
)while(t   <=   si){
[image: ]k (+)] (;)=   t   *   wi;
v[k]= t  * vi;
 (
si
 
=
 
si
 
-
 
t;
)s[k]=-1;// 转换为01背包

}
if(si   >   0){
k++;
w[k]=   si   *   wi;
v[k]=    si    *    vi;
s[k]=-1;//01 背包
}
}    else{
k++;
w[k]=     wi;
s (v)[[image: ]][image: ]   si (v); (i;)


//计算
//循环k 个物品
for(int   i   =    1;i   <=   k;i++){
//判断是01背包还是完全背包
if(s[i]==- 1){
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teacherandy365!
)
for(int    j    =    m;j
dp[j]=
}
}    else{
 (
dp[j]=
)for(int   j    =   v[i];j


>=    v[i];j--){
max(dp[j],dp[j-v[i]]+w[i]);

 (
<=
   
m;j++){
)max(dp[j],dp[j-v[i]]+w[i]);



cout<<dp[m];
return   0;
[image: ]
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